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Exercicel  Soit Zn>0 ap, z™ une série entiére de rayon de convergence R €]0,+oo[. On suppose qu’il existe

zp tel que |z9] = Ret ) -, anzy converge. Montrer qu’alors la convergence de la série entiére est uniforme sur
=

tout ensemble de la forme

Coy = {20(1 = pe’) € D(0, R) U {20}, 0 < p < po, 6] < 6o}
o 0 <Oy <7m/2et 0< p<2cosby.
Exercice2  Soit (ay,)nen une suite de nombres complexes. On suppose que la série entiére Zn>0 an x™ est de
rayon au moins 1 et que f(z) = > " ja,z" — 1€ C.
r—1—
1. On suppose que a, > 0 pour tout n. Montrer que > _ a,, converge et que » .~ a, = L.

2. On suppose que a,, = o0 ( 1) . Montrer que > a,, converge et que fozo an =1.
noo

n
Exercice3  Développer en série entiére en 0 la fonction

z€eR+— e~ /2 / et /2 e,
0

Exercice4  Soit (P,)nen une suite de fonctions polynomiales a coefficients positifs qui converge simplement
sur [0, 1] vers une fonction f. Montrer qu’il existe (b, )nen une suite de réels positifs telle que

Vo e (0,1, flz) =) bya"
n=0

Exercice5 Soit a € N* et z € [0,1].

n®z"
Montrer que la série
n
Indication : On pourra admettre que les propriétés de l'intégrale s’étendent bien aux fonctions réglées sur un
segment (c’est-a-dire admettant en tout point une limite & gauche et & droite), y compris I’approximation par
les sommes de Riemann.

converge, et donner un équivalent de sa somme lorsque x tend vers 1.

n

Exercice6  Soit I C R un intervalle ouvert et f : I — R une fonction C*°. Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) f est analytique, c’est-a-dire développable en série entiére en tout point de I ;

(ii) Pour tout ¢ € I, il existe n > 0 et des constantes C,r > 0 telles que
VneN, Ve eI, |z —zo| <n = |f™(z)] < Crinl.

Remarque : Avec la propriété de Borel-Lebesgue, on montre en fait que (i) est aussi équivalent & : pour tout
segment J C I, il existe des constantes C,7 > 0 telles que Vn € N, Va € J, |f()(z)] < Crnl.



